
ͳکوانتوم Έانی΋م ͳریاض ͳمبان

شریف ͳصنعت دانشΎاه ‐ Έفیزی دانش΋ده پور‐ ͳوحیدکریم

١۴٠۴ دی ٢۶

مقدمه ١

ͳم ͳبررس را محدود بابعد برداری فضاهای نخست شویم. ͳآشنام ͳکوانتوم Έانی΋م نظری چارچوب فهم برای نیاز مورد ریاضیات با درس دراین

بقیه درک برای آن فهمیدن زیرا است شده نوشته ها ضمیمه در قسمت این که پرداخت خواهیم بعدی نهایت بی برداری فضاهای به سپس و کنیم

کند. نظر صرف ها ضمیمه خواندن از تواند ͳم خواننده بنابراین نیست. ضروری ها فصل

برداری فضای ٢

شده تعریف زیر عمل دو هرگاه گوییم ͳم F اعداد میدان روی برداری فضای Έی را V مجموعه

+ : V × V −→ V و . : F × V −→ V (١)

باشند: زیر های خاصیت ودارای

A1 : x+ y = y + x

١



A2 : (x+ y) + z = x+ (y + z)

A3 : ∃0 ∈ V | 0 + x = x

A4 : ∀x ∈ V ∃ − x ∈ V | −x+ x = 0,

M1 : α(x+ y) = αx+ αy

M2 : (α+ β)x = αx+ βx

M3 : α(βx) = (αβ)x

M4 : 1x = x. (٢)

گوییم. ͳم مختلط یا ͳحقیق برداری فضای را V برداری فضای باشد، C ِ مختلط اعداد یامیدان R ̥ͳحقیق اعداد میدان F که این به بسته

هستند. برداری فضای Έی هرکدام زیر های مجموعه ها: مثال

،ͳحقیق مرتب های تایی n مجموعه یا Rn ‐ ١

مختلط، مرتب تایی n یامجموعه Cn ‐ ٢

هستند، F میدان Έعناصری آن های درایه که m× n های ماتریس یامجموعه Mm×n(F ) ‐ ٣

، شده اند تعریف [a, b] درفاصله که x ازمتغیر n مرتبه ͳحقیق های های چندجمله مجموعه یا Pn([a, b]) ‐ ۴

.[a, b] پذیردرفاصله بارمشتق k مختلط  یا ͳحقیق توابع مجموعه یا Ck[a, b] ‐ ۵

کنیم. ͳکارم مختلط برداری فضاهای با منحصراً بعد به ازاین

٢



جم΄ به نسبت W اگر گوییم ͳم V زیرفضای Έرای W آنگاه باشد، ازآن ای زیرمجموعه W ⊂ V و برداری فضای Έی V هرگاه تعریف:

باشد. بسته دربردارها اعداد ضرب و بردارها

اندازه و ͳداخل ضرب ٢ . ١

کند: زیرصدق درشرایط هرگاه نامیم ͳم ͳداخل ضرب Έرای ⟨, ⟩ : V × V −→ C دوتایی عمل Έی V برداری فضای Έدری تعریف:

⟨x, y + αz⟩ = ⟨x, y⟩+ α⟨x, z⟩

⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩∗

⟨x, x⟩ ≥ 0

⟨x, x⟩ = 0 −→ x = 0. (٣)

:ͳداخل ضرب از مثالهایی

:Cn در ‐ الف

⟨x, y⟩ :=
n∑

i=1

x∗i yi (۴)

Mn,m در ‐ ب

⟨A,B⟩ := tr(AB†) (۵)

.Ck[a, b] در ‐ ج

⟨f, g⟩ :=
∫ b

a

f∗(x)g(x)dx. (۶)

گوییم. ͳم Inner product space یا ͳداخل ضرب بردای فضای Έی باشد مجهزشده ͳداخل ضرب Έی به که را فضایی

٣



داریم: ͳداخل ضرب فضای Έدری کوشͳ‐شوارتز: قضیه

|⟨x, y⟩|2 ≤ ⟨x, x⟩⟨y, y⟩. (٧)

داریم گیریم. ͳدرنظرم را v := αx+ y بردار اثبات:

f(α, α∗) := ⟨v, v⟩ ≥ 0 −→ ⟨αx+ y, αx+ y⟩ ≥ 0

−→ |α|2⟨x, x⟩+ α∗⟨x, y⟩+ α⟨y, x⟩+ ⟨y, y⟩ ≥ 0. (٨)

رسیم. ͳم شوارتز ͳکوش نامساوی به راپیداکنیم f تابع کمینه هرگاه

بردار: Έی اندازه

کرد: زیرتعریف ش΋ل به را بردار Έی اندازه توان ͳم ͳداخل ضرب درهرفضای

|x| :=
√
⟨x, x⟩. (٩)

: نوشت توان ͳم شوارتز ͳکوش نامساوی به باتوجه

|⟨x, y⟩| ≤ |x||y|. (١٠)

بردار: Έی ازاندازه هایی مثال

:Cn ‐ الف

|x|2 :=

n∑
i=1

x∗i xi (١١)

Mn,m در ‐ ب

|A|2 := tr(AA†) (١٢)

۴



.Ck[a, b] در ‐ ج

|f | :=
∫ b

a

f∗(x)f(x)dx. (١٣)

صورت به بردار دو بین زاویه تعریف ͳ΋ی شود. ͳم حاصل مهم نتیجه دو شوارتز ͳکوش ازنامساوی

cosϕ :=
|⟨x, y⟩|
|x||y|

(١۴)

مثلث: نامساوی ودیΎری

|x+ y|⟨|x|+ |y|. (١۵)

یا دار اندازه فضای را باشد شده تعریف || || : V −→ R نگاشت درآن که V برداری فضای Έی دار: اندازه یا دار نُرم فضای

زیربرقرارباشند: شرایط هرگاه گوییم ͳم Normed Space

||v|| ≥ 0 ∀v

||v|| = 0 −→ v = 0

||αv|| = |a| ||v||

||v + w|| ≤ ||v||+ ||w||. (١۶)

Έی الزاماً دار اندازه فضای Έی ͳول داراست، اندازه فضای Έی شود ͳم تعریف ͳداخل ضرب ازروی که ای اندازه باهمان ͳداخل ضرب هرفضای

C[a, b] توابع درفضای مثال عنوان به است. نشده تعریف ͳداخل ضرب Έی ازروی لزوماً اندازه Έی دیΎر عبارت به نیست. ͳداخل ضرب فضای

است. نشده تعریف ͳداخل ضرب Έی ازروی که است اندازه Έی ||f || = supx∈[a,b]|f(x)| نگاشت

پایه ٢ . ٢

ͳم را x ∈ V هربردار .⟨ei, ej⟩ = δij که است آن معنای به بهنجاربودن گیریم. ͳدرنظرم V فضای برای را {ei, i = 1, · · ·N} بهنجار پایه

ونوشت: داد بسط پایه بردارهای این برحسب توان

x =

N∑
i=1

xiei. (١٧)

۵



که است ͳبدیه

xi = ⟨ei, x⟩. (١٨)

بهنجار پایه ساختن برای اشمیت گرام روش

Έی است موسوم ١ گرام‐اشمیت روش به که زیر روش به توان ͳم {v1, v2, · · · vN} مثل دلخواه پایه Έازی ،ͳداخل ضرب فضای Έدری

بهنجارساخت: پایه

دهیم: ͳقرارم

e1 :=
v1
|v1|

, e2 :=
v2 − ⟨e1, v2⟩e1
|v2 − ⟨e1, v2⟩e1|

, e3 :=
v3 − ⟨e1, v3⟩e1 − ⟨e2, v3⟩e2
|v3 − ⟨e1, v3⟩e1 − ⟨e2, v3⟩e2|

, · · · (١٩)

است. وساده روشن نیز بالا روش ͳهندس تعبیر بهنجاراست. جدید پایه که کند تحقیق ͳبراحت تواند ͳم خواننده

بهنجار: های پایه از مثالهایی

:Cn و Rn در ‐ الف

e1 =



1

0

·

0


e2 =



0

1

·

0


en =



0

0

·

1


(٢٠)

:Mµ×n(C),Mm×n(R) در ‐ ب

Eij , i = 1, · · ·m, j = 1 · · ·n, (٢١)

Gram-Schmidt١

۶



برابرباصفراست. آن های درایه بقیه و ١ با برابر آن (i, j) درایه که است ͳماتریس Eij درآن که

تعریف با {en(x), fn(x), n = 0 · · ·∞} مجموعه ، Ck[a, b] در ‐ ج

en(x) :=

√
2

b− a
sin(

nπ

b− a
)x, fn :=

√
2

b− a
cos(

nπ

b− a
)x. (٢٢)

به را تمرین این تکمیل بهنجارکرد. گرام‐اشمیت فرایند با را آن و درنظرگرفت {1, x, x2, · · ·xn} مثل پایه Έی توان ͳم ،Pn[a, b] در ‐ د

کنیم. ͳم واگذار خواننده

ش΋ل به ͳستون ماتریس Έی صورت به را x بردار های مولفه پایه درآن توانیم ͳم کردیم، انتخاب پایه Έی که ͳوقت بعد محدود درهرفضای

: بنویسیم زیر

x ≡



x1

x2

x3

·

·

xN


. (٢٣)

بود: زیرخواهند صورت به پایه بردارهای های مولفه حالت دراین

e1 ≡



1

0

0

·

·

0


· · · eN ≡



0

0

0

·

·

1


. (٢۴)
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داشت خواهیم آنگاه e′i = Sliel درآن که درنظربΎیریم را {e′i} پایه {ei} پایه جای به هرگاه

x′i = ⟨e′i, x⟩ = ⟨Sliel, x⟩ = Slixl, (٢۵)

تر: فشرده صورت به ویا

x′ = xS. (٢۶)

کند: ͳم زیرصدق شرط در S پایه تبدیل ماتریس که گیریم ͳم نتیجه ͳبراحت هردوبهنجارهستند {e′i} و {ei} های پایه که ازآنجا

S†S = I (٢٧)

گوییم. ͳم ͳان΋ی های ماتریس را هایی ماتریس چنین

ͳهرمیت یا Self −Adjoint یا خودالقا را ماتریس آن برابرباشد، خود ͳباالحاق ͳماتریس هرگاه کنیم. اشاره دیΎر تعریف Έی به دراینجا بدنیست

گوییم. ͳم

هیلبرت فضای و باناخ فضای کامل، فضای ٢ . ٣

ͳم نامیده ͳکوش دنباله Έی دنباله این گیریم. ͳدرنظرم {x1, x2, · · ·xn · · · } مثل بردارها از ای دنباله برداری فضای Έدری ٢ :ͳکوش دنباله

که ͳقسم به شود یافت N مثل عددی ϵ > 0 هر ازای به هرگاه دقیقتر عبارت به شود. کم تدریج به بردارها بین فاصله هرگاه شود

∀ m,n > N −→ |xn − xm| ≤ ϵ. (٢٨)

برداری فضای Έی عنوان به را گویا اعداد میدان هرگاه مثال عنوان به قرارندارد. فضا درخود لزوماً ͳکوش دنباله Έی حد برداری فضای Έدری

اعداد باافزودن قرارندارد. اعدادگویا میدان درداخل آن حد ͳول است، ͳکوش دنباله Έی اگرچه {(1 + 1
n )

n} دنباله درنظربΎیریم خودش روی

دارد. درخود را ͳکوش های دنباله حد ͳیعن است کامل که آید ͳم بدست ͳحقیق اعداد میدان گویا اعداد به گنگ

Cauchy Sequence٢

٨



باشد. داشته رادرخود ͳکوش های دنباله حد هرگاه گوییم ͳم کامل برداری فضای را برداری فضای Έی ٣ کامل: برداری فضای

نامیم. ͳم باناخ فضای باشد کامل که را دار نرم برداری فضای Έی ۴ باناخ: فضای

کامل مختلط و ͳحقیق اعداد میدان که ازانجا نامیم. ͳم هیلبرت فضای باشد کامل که را ͳداخل ضرب فضای Έی ۵ هیلبرت: فضای

است. هیلبرت فضای Έی وبنابراین بوده کامل نیز شود ͳم ساخته ها میدان این روی که بعدی محدود هرفضای که کرد ثابت توان ͳم هستند،

توابع دنباله فضا دراین گیریم. ͳدرنظرم ⟨f, g⟩ =
∫ 2

−1
f(x)g(x)dx استاندارد ͳداخل ضرب با را C[−1, 1] ͳحقیق توابع فضای مثال:

کنیم: ͳم زیرراتعریف

fn(x) :=



0 x ≤ − 1
n

1
2 (nx+ 1) − 1

n ≤ x ≤ 1
n

1 1
n ≤ x

(٢٩)

C[−1, 1] درفضای که است پله ناپیوسته تابع دنباله حداین اما است. ͳکوش دنباله Έی دنباله این که دهد نشان ͳبراحت تواند ͳم خواننده

نیست. هیلبرت فضای Έی C[−1, 1] بنابراین قرارندارد.

باشرط است مثبت دلخواه تابع Έی w درآن که ⟨f, g⟩ =
∫ b

a
w(x)f∗(x)g(x)dx ͳداخل ضرب با مختلط توابع فضای :L2

w[a, b] فضای

کند. مراجعه ͳآنالیزتابع یا آنالیز های کتاب به بایست ͳم خواننده زیر، وقضیه قضیه این اثبات برای است. هیلبرت فضای Έی ||f || <∞

است. ی΋سان L2
w[a, b] مثل بافضایی هیلبرت هرفضای قضیه:

Complete Vector Space٣

Banach Space۴

Hilbert Space۵

٩



ͳخط تبدیلات ٣

خاصیت دارای هرگاه گوییم ͳم Linear operator ͳخط عملΎر یا ͳخط تبدیل Έی را T̂ : V −→ V نگاشت ،V برداری فضای Έدری

زیرباشد:

T̂ (x+ αy) = T̂ (x) + αT̂ (y) ∀α ∈ F, x, y ∈ V. (٣٠)

نویسیم: ͳم شود. ͳم مشخص پایه بردارهای روی اثرش با تنها ͳرخطΎعمل Έی بودن، ͳخط بدلیل

T̂ ei =

N∑
j=1

Tjiej (٣١)

بنویسیم توانیم ͳم بهنجارباشد فوق پایه هرگاه گوییم. ͳم {ei} درپایه T̂ ͳخط تبدیل به مربوط ماتریس را Tmn های درایه با T ماتریس

⟨ej , T̂ ei⟩ = Tji. (٣٢)

از: بود خواهد عبارت x بردار Έی روی T̂ ͳخط تبدیل اثر

T̂ x = T̂ xiei = xi(T̂ ei) = xiTjiej = (Tjixi)ej = (Tx)jej (٣٣)

شود. ͳم ضرب x ͳستون ماتریس در ازچپ T ͳخط تبدیل ماتریس که است آن x روی T̂ ͳخط تبدیل اثر بنابراین

e′i = Sliel درآن که درنظربΎیریم را {e′i} پایه {ei} پایه جای به اگر شد. خواهد عوض نیز ͳخط تبدیل ماتریس کنیم عوض را پایه هرگاه

داشت خواهیم آنگاه

T ′
ij = ⟨e′i, T̂ e′j⟩ = ⟨Sliel, T̂ Smjem⟩ = S∗

liTlmSmj , (٣۴)

است: ͳبازنویس زیرقابل فشرده صورت به که

T ′ = S†TS, (٣۵)

١٠



شود: ͳم تعریف چنین و شود ͳم خوانده S ماتریس ͳالحاق با S† درآن که

S† = (S∗)T , یا S†
ij = (S∗)ji. (٣۶)

است. V روی ͳخط تبدیل Έی نیز αÂ+ B̂ آنگاه باشد، F میدان به متعلق دلخواه عددی α و V روی دلخواه ͳخط دوتبدیل B̂ و Â هرگاه

تبدیل دو ضرب چنین هم دهیم. ͳم نمایش End(V ) با را آن که دهد ͳم برداری فضای Έی تش΋یل V روی ͳخط تبدیلات مجموعه بنابراین

تعریف با ͳخط

(ÂB̂)x := Â(B̂x) (٣٧)

درآن که است برداری فضای Έی معناکه این به جبراست Έی بل΋ه است برداری فضای Έتنهای نه End(V ) بنابراین است. ͳخط تبدیل Έی نیز

(Unital) یونیتال یا دار ی΋ه اما (ÂB̂ ̸= B̂Â) نیست جابجایی جبر این است. شده تعریف (ÂB̂)Ĉ = Â(B̂Ĉ) پذیر شرکت ضرب عمل Έی

.ÂÎ = ÎÂ = Âزیر خاصیت با (ͳرهمانΎعمل (دراینجا دارد وجود عنصری΋ه درآن که معنا این به است

و End(V ) ͳیعن ͳخط تبدیلات فضای بین کنیم ͳم فضارامعین پایه که ͳوقت داد. نسبت ماتریس Έی توان ͳم ͳرخطΎعمل Έی به که دیدیم

ͳم گفت. سخن ͳراحت به بسته آن ماتریس ویا ͳخط تبدیل Έازی توان ͳم بنابراین آید. ͳم بوجود ͳسان΋ی Έی Mn×n(C) های ماتریس فضای

کرد: تبدیل ͳداخل ضرب فضای Έی به را V روی ͳخط تبدیلات فضای زیر، باتعریف توان

⟨Â, B̂⟩ = tr(AB†) (٣٨)

گیریم. ͳدرنظرم برداری فضای برای که است ای پایه از مستقل تعریف این که دهد نشان تواند ͳم خواننده

:ͳخط تبدیلات از هایی مثال

. A ∈Mn×n(F ) درآن که x −→ x′ = Ax صورت به هرتبدیل ، Fn در ‐ الف

کند ͳم زیرتبدیل صورت به را x ∈Mm×n(F ) که ͳهرتبدیل ،Mm×n(F ) در ‐ ب

x −→ x′ = AxBT , (٣٩)
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از ͳجمع از است عبارت فضایی چنین روی ͳخط تبدیل ترین ͳکل که کرد ثابت توان ͳم .B ∈ Mn,n(F ) و A ∈ Mm,m(F ) درآن که

زیر: ترتیب به فوق تبدیلات

x −→ x′ :=
∑
i

AixBi. (۴٠)

به را f ∈ Ck(a, b) که است ͳتبدیل فضایی، چنین روی ͳخط تبدیل ترین ͳکل که بΎوییم توانیم ͳم Έی مثال از باالهام .Ck[a, b] در ‐ ج

کند: ͳم زیرتبدیل صورت

f(x) −→ f ′(x) :=

∫ b

a

K(x, y)f(y) (۴١)

آن هسته را K(x, y) و انتگرال تبدیل Έی را تبدیل این پذیراست. مشتق بار k خود مختصه هردو به نسبت که است ͳتابع K(x, y) درآن که

فضای ͳیعن C∞[a, b] درفضای مثال عنوان به نوشت: نیز دیفرانسیل عملΎر Έی صورت به را ͳخط تبدیل توان ͳم ازموارد ͳدربعض خوانند. ͳم

ازنوع تبدیلات پذیر مشتق نهایت بی توابع

f(x) −→ dr

dxr
f(x) f(x)یا −→ xrf(x) (۴٢)

زیر: تبدیل مثل است ͳرخطΎعمل Έی ازآنها ͳخط هرترکیب و

f(x) −→ (x2
d2

dx2
+

d

dx
+ 1)f(x). (۴٣)

زیرفضا دو مستقیم نیمه جم΄ ۴

کنیم: ͳم زیرتعریف مجموعه عنوان به را U +W آنگاه باشند آن دوزیرفضای W و U و برداری فضای Έی V هرگاه تعریف:

U +W := {u|v = u+ w, u ∈ U, w ∈W}. (۴۴)

است. V زیرفضای Έی U +W که شود ͳم معلوم ͳبراحت
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yz و xy صفحه ترتیب به W و U .W = {(0, y, z)} و U = {(x, y, 0)} و بعدی) ٣ فضای (تمام V = R3 دهیم ͳقرارم مثال:

هستند.

که ͳقسم به باشند آن زیرفضای دو W و U و برداری فضای Έی V که کنید فرض تعریف:

V = U +W الف:

صفرباشد. بردار W و U بین تنهابردارمشترک : ب

نویسیم ͳم و گوییم ͳم (Semi− direct Sum)W و U مستقیم نیمه جم΄ V صورت دراین

V = U ⊕W. (۴۵)

نیست. W و U مستقیم جم΄ V که دید خواهد کند رسم را W و U زیرفضاهای ش΋ل ͳقبل درمثال خواننده هرگاه

.w ∈W و u ∈ U درآن که نوشت u+ w صورت به ی΋تایی ش΋ل به بتوان را v ∈ V بردار هر اگر اگروفقط V = U ⊕W قضیه:

ایم کرده زیرتجزیه دوصورت به را v که کنید فرض حال .V = U ⊕W داریم اول: جهتِ اثبات

v = u+ w, v = u′ + w′. (۴۶)

که گیریم ͳم نتیجه

u− u′ = w′ − w. (۴٧)

تجزیه که گیریم ͳم نتیجه بنابراین .w′ −w = 0 و u− u′ = 0 گیریم ͳم نتیجه صفراست W و U بین تنهابردارمشترک فرض، بنابر که ازآنجا

ی΋تاست. w و u برحسب v

صفراست. بردار همان است مشترک W و U بین که تنهابرداری که دهیم نشان باید حال ی΋تاست. v تجزیه که کنیم ͳم فرض دوم: جهتِ اثبات

زیرنوشت: دوصورت به توان ͳبرداررام این است. مشترک W و U بین که گیریم ͳم رابرداری x بردار

x = (0 ∈ V ) + (x ∈W ), و x = (x ∈ V ) + (0 ∈W ). (۴٨)

صفراست. W و U بین تنهابردارمشترک بنابراین .x = 0 ∈W و x = 0 ∈ V که گیریم ͳم نتیجه ی΋تاست هربرداری تجزیه بنابرفرض چون
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.dim V = dim U + dim W آنگاه ،V = U ⊕W اگر قضیه:

ی΋تا طور به توان ͳم را v ∈ V هربردار که ازآنجا گیریم. ͳدرنظرم W رابرای {em+1, · · · em+n} وپایه U برای را {e1, · · · em} پایه اثبات:

داشت خواهیم کرد تجزیه v = u+ w صورت به

v = u+ w =

m∑
i=1

uiei +

m+n∑
j=m+1

wjej . (۴٩)

.dim(V ) = dim(U) + dim(W ) درنتیجه و دهد ͳم تش΋یل V برای پایه Έی {e1, e2, · · · em+n} بنابراین

ͳم تجزیه v = v1 + v2 + · · · vr ی΋تای صورت به v ∈ V هربردار صورت دراین . V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · ·Vr که کنید فرض تعریف:

دهد: ͳم کارزیرراانجام که کنید تعریف راعملΎری Pj شود.

Pjv = vj . (۵٠)

خوانیم. ͳم Vj زیرفضای روی عملΎرتصویر را Pj صورت دراین

زیررادارند: های خاصیت تصویر عملΎرهای قضیه:

PjPk = δjkPj

r∑
j=1

Pj = I (۵١)

دهیم ͳقرارم دوم تساوی برای است. ساده اول خاصیت اثبات

v =

r∑
j=1

vj =

r∑
j=1

Pjv (۵٢)

گیریم. ͳم نتیجه را دوم خاصیت ، است صحیح vهربردار برای رابطه این چون

هستند. ͳهرمیت Pj عملΎرهای آنگاه هستند، عمود برهم ها Vj درآن که V =
⊕r

j=1 Vj و باشد ͳداخل ضرب فضای Έی V هرگاه قضیه:

داریم w و v هردوبردار ازای به اثبات:

⟨v, Pjw⟩ = ⟨v, wj⟩ (۵٣)
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است. ͳهرمیت Pj بنابراین .⟨Pjv, w⟩ یا و ⟨Pjv, wj⟩ ویا ⟨vj , wj⟩ با برابراست راست طرف برهم زیرفضاها بودن عمود خاطر به اما

مقدار ویژه مسئله ۵

خود از مضربی به T̂ اثر تحت که است غیرصفری بردارهای ازیافتن است عبارت مقدار ویژه مسئله گیریم. ͳدرنظرم را T̂ : V −→ V عمΎلر

ͳیعن شوند، تبدیل

Tx = λx (۵۴)

اینکه ͳیعن پذیرنباشد وارون T − λI ماتریس هرگاه بود خواهد صفر غیر x بردار

det(T − λI) = 0. (۵۵)

وآن دهیم ͳم نشان {λi, i = 1, · · ·N} آنهارابا که دارد جواب تا N حتماً مختلط اعداد درحوزه که است N درجه معادله Έی معادله این

نیستند. متفاوت باهم همه لزوماً ها جواب این گوییم. ͳم T̂ تبدیل مقدارهای ویژه هارا

گوییم. ͳمقدارم ویژه آن به بردارمربوط ویژه کند ͳم صدق Tvi = λivi درمعادله که را λi به بردارمربوط

است. gi آن ͳواگن درجه گوییم تکرارشود بار gi ،λi مثل مقدار ویژه Έی که هرگاه

به متعلق بردارهای مجموعه بنابراین است. λ به مربوط بردار ویژه آنهانیز ͳخط هرترکیب که است ͳبدیه باشند λ به بردارمربوط ویژه y و x هرگاه

گویند. ͳمقدارم ویژه آن به مربوط فضای ویژه را آن که دهند ͳزیرفضام Έی مقدارتش΋یل ویژه Έی
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بهنجار و ͳان΋ی ،ͳهرمیت عملΎرهای ۶

کند: زیرصدق درشرط که است T̂ † مثل عملΎری T عملΎر Έی ِ Adjoint یا ͳالحاق ،ͳداخل ضرب فضای Έدری تعریف:

⟨v, T̂w⟩ = ⟨T †v, w⟩ ∀v, w ∈ V. (۵۶)

کرد: زیرراثابت خواص ͳبراحت توان ͳم تعریف ازاین بااستفاده

است. ͳرخطΎعمل Έی خود ͳرخطΎعمل Έی ͳالحاق : الف

: ب

(cA+B)† = c∗A† +B† ∀c ∈ C, و A, B

(AB)† = B†A†

(A†)† = A. (۵٧)

کند. صدق T̂ † = T̂ درشرط که شود ͳم گفته عملΎری به ͳرهرمیتΎعمل ͳداخل ضرب فضای Έدری :ͳرهرمیتΎعمل

کند. صدق T̂ † = −T̂ درشرط که شود ͳم گفته عملΎری به ͳهرمیت پاد عملΎر

(باشرط شود ͳم تش΋یل تناوبی توابع از که عملΎردرزیرفضایی این گیریم. ͳرادرنظرم D := ∂
∂x عملΎر C∞[a, b] درفضای مثال:

بود. خواهد ͳهرمیت زیرفضا دراین P := −iD عملΎر درنتیجه . است ͳپادهرمیت (f(a) = f(b)

ͳیعن کند، حفظ بردارهارا ͳداخل ضرب که شود ͳم گفته عملΎری به U ͳان΋ریΎعمل ،ͳداخل ضرب فضای Έدری :ͳان΋ی عملΎر

⟨Ûv, Ûw⟩ = ⟨v, w⟩. (۵٨)

کند. ͳم صدق UU † = U†U = I درشرط عملΎری چنین

کند. حفظ را بردارها همه اندازه اگر اگروفقط است ͳان΋ی U عملΎری قضیه:

حفظ را بردارها همه اندازه U که کنید فرض حال کند. ͳم بردارهاراحفظ اندازه که شود ͳم معلوم 58 از بااستفاده باشد ͳان΋ی U اگر اثبات:
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که دانیم ͳم x, y هردوبرداردلخواه ازای به کند.

||Ux|| = ||x||, ||Uy|| = ||y||, ||U(x+ y)|| = ||x+ y||, ||U(x+ iy)|| = ||x+ iy||. (۵٩)

.⟨Ux,Uy⟩ = ⟨x, y⟩ که گیریم ͳم نتیجه روابط ازاین

. است ͳان΋ی یا ͳهرمیت ماتریس ،ͳان΋ی یا ͳرهرمیتΎعمل Έی به مربوط ماتریس که کند ثابت تواند ͳم خواننده

است. نرمال ͳان΋وی ͳرهرمیتΎعمل Έی که است ͳطبیع جابجاشود. خود ͳباالحاق که است عملΎری عملΎرنرمال عملΎربهنجاریانرمال:

باشیم داشته x بردار هر ازای به اگر اگروفقط بهنجاراست A عملΎرِ قضیه:

||Ax|| = ||A†x||. (۶٠)

بنابراین .AA† = A†A داریم بهنجارباشد A اگر اول: جهت اثبات اثبات:

⟨Ax,Ax⟩ = ⟨A†Ax, x⟩ = ⟨AA†x, x⟩ = ⟨A†x,A†x⟩. (۶١)

گیریم ͳم نتیجه هستند دلخواه دوبردار y و x درآن که x+ iy و x, y, x+ y برای برای (60) تساوی از دوم: جهت اثبات

⟨Ax,Ay⟩ = ⟨A†x,A†y⟩, ∀x, y. (۶٢)

درنتیجه

⟨A†Ax, y⟩ = ⟨AA†x, y⟩, (۶٣)

ویا

⟨(A†A−A†A)x, y⟩ = 0. (۶۴)

عملΎربهنجاراست. Έی A وبنابراین A†A = AA† که گیریم ͳم نتیجه هستند دلخواه y و x چون
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.A†x = λ∗x آنگاه Ax = λx اگر صورت دراین عملΎربهنجاراست. Έی A که کنید فرض قضیه:

کنیم: ͳم استفاده قبل قضیه از حال نیزبهنجاراست. A− λI آنگاه بهنجارباشد A اگر اثبات:

||(A− λI)x|| = 0 −→ ||(A− λI)†x|| = 0 −→ ||(A† − λ∗I)x|| = 0 −→ A†x = λ∗x. (۶۵)

آید: ͳم بدست ساده دونتیجه قضیه ازاین

هستند. ͳحقیق ͳرهرمیتΎعمل Έمقادیری ویژه اول: نتیجه

هستند. فازخالص ͳان΋ریΎعمل Έی مقادیر ویژه دوم؛ نتیجه

عمودند. برهم متمایزهستند مقدارهای ویژه متناظربا که نرمال عملΎر Έی بردارهای ویژه قضیه:

صورت دراین .Ay = µy و Ax = λx کنیم فرض اثبات:

⟨x, µy⟩ = ⟨x,Ay⟩ = ⟨A†x, y⟩ = ⟨λ∗x, y⟩, (۶۶)

وازآنجا

−→ (µ− λ)⟨x, y⟩ = 0 −→ ⟨x, y⟩ = 0. (۶٧)

ͳطیف تجزیه ٧

دهند. ͳم تش΋یل فضا برای پایه Έی عملΎربهنجار Έی بردارهای ویژه بعد محدود فضای Έدری قضیه:

روی A نرمال عملΎر داد. بدست قضیه ازاین شد گفته درکلاس که آنچه به نسبت تری ساده ͳخیل اثبات فضامͳ توان برای پایه Έی باانتخاب

e1 و λ1 با را بردارمربوطه مقداروویژه ویژه این برداردارد. ویژه Έی مقدارو ویژه Έی حتماً هرعملΎر که دانیم ͳم گیریم. ͳرادرنظرم V فضای

دهیم: ͳم نشان

Ae1 = λ1e1. (۶٨)
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آید: ͳزیردرم ش΋ل به A عملΎر ماتریس صورت دراین باشد. آن عضو اولین e1 که کنیم ͳم انتخاب فضا برای ای پایه

A =

 λ1 bn−1

0 An−1

 (۶٩)

Ae1 = λ1e1 اگر که دانیم ͳم قبل های اماازقضیه است. بعدی n − 1 بردارسطری Έی bn−1 و بعدی n − 1 ماتریس Έی An−1 درآن که

ودرنتیجه باشد ͳبالامثلث فرم به بایست ͳم نیز A† ماتریس بنابراین ایم. کرده استفاده A عملΎر ازبهنجاربودن جا دراین .A†e1 = λ∗1e1 آنگاه

آید: ͳدرم زیر ِ قطری بلوکه ش΋ل به A پس .bn−1 = 0 بایست ͳم

A =

 λ1 0

0 An−1

 . (٧٠)

ͳوم کنیم ͳتکرارم رادرموردآن استدلال همین برداردارد. ویژه Έمقداروی ویژه Έی حداقل و است عملΎرنرمال Έی خود نوبه به An−1 حال

آید: ͳزیردرم ش΋ل به A عملΎر ماتریس هستند e2 و e1 آن عنصر دومین و اولین که ای درپایه که بینیم

A =


λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 An−2

 . (٧١)

شود. ͳم قطری طورکامل به A ،{e1, e2, · · · en} پایه ͳیعن A بردارهای ویژه درپایه که بینیم ͳم عمل باتکراراین

گیریم ͳم درنظر را زیر ماتریس مثال، عنوان به نیست. صادق نابهنجار های ماتریس عملΎرهایا برای موضوع این

B =

 1 c

0 1

 , c ̸= 0. (٧٢)

ویژه بنابراین است.

 1

0

 ش΋ل به که دارد وجود ماتریس این برای بردار ویژه Έتنهای اما هستند. Έبرابربای هردو ماتریس این مقدارهای ویژه

دهند. تش΋یل فضا برای پایه Έی توانند ͳنم ماتریس این بردارهای
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کردن قطری ٧ . ١

A عملΎر ماتریس که دارد وجود ͳان΋ی تبدیل Έی که معناست این امربه این است. قطری خود بردارهای ویژه درپایه عملΎرنرمال Έی که دیدیم

کنیم: ͳپیدام را A بردارهای ویژه و مقدارها ویژه کنیم. ͳم زیرعمل ترتیب به ͳان΋ی تبدیل این صریح فرم پیداکردن برای کند. ͳم راقطری

Aei = λiei, i = 1, · · ·n. (٧٣)

گرام روش با نیز را مقدارواگن ویژه Έی به مربوط بردارهای ویژه عمودهستند. برهم متمایز مقدارهای ویژه با متناظر بردارهای ویژه که دانیم ͳم

ͳستون بردارهای صورت به را ها ei اگر کنند. ͳم صدق ⟨ei, ej⟩ = δij درشرایط بردارها ویژه این درنتیجه کنیم. ͳم عمود برهم اشمیت

را S ماتریس حال .e†iej = δij شود ͳم زیربیان ش΋ل به آنها بهنجاربودن رابطه و آمد درخواهند سطری بردارهای صورت به ها e†i درنظربΎیریم،

نویسیم: ͳزیرم ش΋ل به

S =

(
e1 e2 · · · en

)
(٧۴)

داشت خواهیم درنتیجه اند. قرارگرفته S در ͳستون بردارهای عنوان به ها ei درآن که

S† =



e†1

e†2

·

·

e†N


. (٧۵)

که گیریم ͳم نتیجه e†iej = δij شرط بدلیل

S†S =



e†1

e†2

·

·

e†N



(
e1 e2 · · · en

)
= I, (٧۶)
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است. ͳان΋ی S ͳیعن

آوریم ͳم بدست ،Aei = λiei که ازآنجا

AS = A

(
e1 e2 · · · en

)
=

(
λ1e1 λ2e2 · · · λnen

)
(٧٧)

ودرنتیجه

S†AS =



λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0

0 0 · · · 0

0 0 · · · λn


. (٧٨)

است. شده قطری ͳان΋ی تبدیل Έبای A بنابراین

یافت. مشترک بردارهای ویژه از کامل مجموعه Έی آنها برای بتوان اگر اگروفقط شوند ͳجابجام بای΋دیΎر B و A نرمال دوعملΎر قضیه:

درآن که یافت ای پایه توان ͳم حتماً جابجاشوند بای΋دیΎر عملΎرنرمال دو اگر اینکه وآن کرد بیان توان ͳم نیز دیΎری ش΋ل به را قضیه این

درآن که یافت پایه ای توان ͳم که گوید ͳتنهام وقضیه برقرارنیست ͳدلخواه هرپایه برای خاصیت این که کنیم تاکید باید باشند. هردوعملΎرقطری

برقرارباشد. خاصیت این

فرابΎیرد. آنرا اثبات دقت به بایست ͳم خواننده و دارد ͳکوانتوم Έانی΋درم زیادی اهمیت نظرکاربردی از هم و ͳازنظرمفهوم هم قضیه این

ͳرهرمیتΎدوعمل این که ازآنجا باشند. داشته {e1, e2, · · · eN} مثل بردارمشترک ویژه مجموعه Έی که BدوعملΎرباشند Aو که کنیم فرض اثبات:

داریم پایه دراین کرد. فضاانتخاب پایه عنوان به توان ͳم را مجموعه این هستند

Aei = λiei, Bei = µiei (٧٩)

گیریم ͳم نتیجه ازآن که

ABei = BAei −→ AB = BA −→ [A,B] = 0. (٨٠)
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.[A,B] = 0 که کنیم فرض برعکس

کند. ͳزیرراپیدام ش΋ل A بردارهایش، ویژه درپایه نامیم. ͳم gi را λi مقدار ویژه ͳواگن کنیم. ͳم پیدا را A عملΎر بردارهای ویژه

A =



λ1Ig1×g1

·

·

λkIgk×gk


(٨١)

ei هر ازای به کنیم: ͳم زیرعمل ترتیب به حال

A(Bei) = B(Aei) = B(λiei) = λi(Bei), (٨٢)

است. λi مقدار ویژه با A عملΎر بردار ویژه Έی نیز Bei بردار که دهد ͳم نشان فوق رابطه ایم. کرده استفاده B و A جابجاشدن از درآن که

قطری درآن A که ای پایه (همان پایه دراین که معناست این به امر این است. بسط قابل λi فضای ویژه پایه بردارهای برحسب نیز Bei بنابراین

است: زیر ش΋ل به B عملΎر است)

B =



B1g1×g1

·

·

Bkgk×gk


. (٨٣)

تبدیل با توان ͳم حال است. شده قطری بلوکه B عمΎلر و قطری A عملΎر درپایه فوق دیΎر عبارت به

S =



S1g1×g1

·

·

Skgk×gk


. (٨۴)
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پایه .SiIiS
†
i = Ii زیرا زند ͳنم دست را A بودن قطری تبدیل این کرد. راقطری B ماتریس کل است Bi ماتریس کننده قطری Si درآن که

هستند. قطری هردوعملΎر درآن که است ای پایه جدید

دیراک نمادگذاری ٨

زیراست: ش΋ل به پایه ازبردارهای ͳبسط v ∈ V هربردار گیریم. ͳدرنظرم {e1, e2, · · · eN} بهنجار پایه با بعدی N ِ V برداری فضای Έی

v =

N∑
i=1

viei (٨۵)

شود: ͳم زیرنوشته صورت به درخودش بردار این ͳداخل ضرب

⟨v, v⟩ =
N∑
i=1

v∗i vi. (٨۶)

کرد: زیرتعریف ش΋ل به ⟨v| بانمادِ ͳبردارستون Έی و |v⟩ بانمادِ بردارسطری Έی برداری هرچنین ازای به توان ͳم

|v⟩ =



v1

v2

·

vN


(٨٧)

و

⟨v| =
(
v∗1 , v∗2 , · · · v∗N

)
. (٨٨)

دری΋دیΎر توانیم ͳم برداررا دو این که کنیم ͳم توجه نکته این به حال نهیم. ͳم نام Bra بردار Έی را ⟨v| بردار و ket بردار Έی را |v⟩ بردار

کنیم: ضرب

⟨v|v⟩ =
N∑
i=1

v∗i vi = ⟨v, v⟩. (٨٩)
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ͳمام که را ͳعملیات انواع که است آن دیراک نمادگذاری خوبی است. ماتریس دو ضرب چپ طرف ͳول است ͳداخل ضرب Έی راست طرف

دهد. ͳم هاتقلیل ماتریس ضرب ازنوع ͳعملیات به دهیم بردارهاانجام روی خواهیم

کنند: ͳپیدام را زیر برای و کت نمایش نیز e1, · · · eN پایه بردارهای

|1⟩ =



1

0

·

0


|2⟩ =



0

1

·

0


|N⟩ =



0

0

·

1


(٩٠)

⟨1| =
(

1 0 0 · · · 0

)
⟨2| =

(
0 1 0 · · · 0

)
⟨N | =

(
0 0 0 · · · 1

)
. (٩١)

: داریم بنابراین

|v⟩ :=
n∑

i=1

vi|i⟩. (٩٢)

⟨v| :=
n∑

i=1

v∗i ⟨i|. (٩٣)

توان ͳم کنیم. ͳنظرم صرف v =
∑n

i=1 ei صورت بردارهابه نوشتن از و دهیم ͳم نمایش برا و کت صورت به را بردارها تمام بعد به ازاین

گوییم ͳم براکت آن به که آورد بدست عدد Έی و کرد ضرب درهم صورت به را |w⟩ مثل کت بردار Έی و ⟨v| مثل برا بردار Έی

⟨v|w⟩ :=
n∑

i=1

v∗iwi, (٩۴)

زیراست: های خاصیت دارای براکت این است. v و w دوبردار بین ͳداخل ضرب همان درواق΄ که

⟨v|w + w′⟩ = ⟨v|w⟩+ ⟨v|w′⟩
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⟨v|cw⟩ = c⟨v|w⟩

⟨cv|w⟩ = c∗⟨v|w⟩

⟨v|v⟩ ≥ 0

⟨v|v⟩ = 0 −→ |v⟩ = ⟨v| = 0 (٩۵)

که: دید توان ͳم ͳبراحت

|v⟩ =

N∑
i=1

vi|i⟩, ⟨i|v⟩ = vi. (٩۶)

آورد: بدست ماتریس Έی و کرد ضرب درهم صورت به را ⟨w| مثل برا بردار Έی و |v⟩ مثل کت بردار Έی توان ͳم

|v⟩⟨w| :=



v1w
∗
1 v1w

∗
2 v1w

∗
3 · v1w

∗
n

v2w
∗
1 v2w

∗
2 v2w

∗
3 · v2w

∗
n

v3w
∗
1 v3w

∗
2 v3w

∗
3 · v3w

∗
n

· · · · ·

vnw
∗
1 vnw

∗
2 vnw

∗
3 · vnw

∗
n


(٩٧)

: که است ΀واض

|v⟩⟨w + w′| = |v⟩⟨w|+ |v⟩⟨w′|

|v⟩⟨cw| = c∗|v⟩⟨w|

|cv⟩⟨w| = c|v⟩⟨w|. (٩٨)

زیراست: روابط کنیم استفاده ازآنها ودائماً باشیم یادداشته به بایست ͳم برا و کت بردارهای درمورد که ͳروابط مهمترین

⟨i|j⟩ = δij∑
i

|i⟩⟨i| = I (٩٩)

دورابطه این از ای ساده استفاده به دیدیم پیشین های دربخش که را آنچه نظیر دیΎر روابط از بسیاری که دارد را بسیارمهم حسن این دیراک نمایش
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بنویسیم: توانیم ͳم مثال عنوان به کنند. ͳم پیدا تقلیل

|v⟩ = I|v⟩ =
N∑
i=1

|i⟩⟨i|v⟩ =
N∑
i=1

vi|i⟩,

T =
∑
j

|j⟩⟨j|T
∑
i

|i⟩⟨i| =
∑
i,j

Tji|j⟩⟨i|,

⟨i|AB|j⟩ =
∑
k

⟨i|A|k⟩⟨k|B|j⟩ (١٠٠)

و کند ͳم بیان |i⟩⟨j| پایه عملΎرهای برحسب عملΎررا Έی بسط دوم رابطه کند، ͳم بیان را پایه بردارهای برحسب بردار Έی بسط اول رابطه

.ͳخط تبدیل دو آن های ماتریس ضرب حاصل با برابراست ͳخط تبدیل دو حاصلضرب ماتریس که کند ͳم بیان درواق΄ آخر رابطه بالاخره

زیراست: ترتیب به شدن عوض نحوه شوند. ͳم عوض بردار Έی های مولفه کنیم عوض را برداری فضای پایه هرگاه

v′i := ⟨i′|v⟩ =
n∑

j=1

⟨i′|j⟩⟨j|v⟩ −→ v′i =

n∑
j=1

Sijvj (١٠١)

: ͳماتریس صورت به یا

v′ := Sv (١٠٢)

است. پایه تبدیل ماتریس Sij := ⟨i′|j⟩ های درایه با S ͳمربع ماتریس درآن که

زیر: ش΋ل به شوند. ͳم عوض نیز ͳخط تبدیل Έی های درایه پایه تغییر تحت چنین هم

⟨i′|T |j′⟩ =
∑
i,j

⟨i′|i⟩⟨i|T |j⟩⟨j|j′⟩ −→ T ′ := STS−1. (١٠٣)

ها برا فضای و ها کت فضای بین نگاشت ٨ . ١

کرد: زیرتعریف ش΋ل به ͳنگاشت توان ͳم براها فضای و ها کت فضای بین

† : |v⟩ −→ ⟨v|, † : ⟨v| −→ |v⟩. (١٠۴)
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دارد: را زیر خواص شود ͳم نامیده ͳالحاق نگاشت که نگاشت این که شود ͳم دیده ͳبراحت

|cv⟩† = c∗⟨v|

|v + w⟩† = ⟨v + w|

(|v⟩†)† = |v⟩ (١٠۵)

معنا این به کرد اعمال نیز ͳخط های تبدیل روی را آن توان ͳم کند ͳم اثر ها برا روی هم و ها کت روی هم ͳالحاق عملΎر اینکه به توجه با

که:

†(A) =† (
∑
i,j

Aij |i⟩⟨j|) =
∑
i,j

A∗
ij |j⟩⟨i| (١٠۶)

: داشت خواهیم کنیم نگاه ماتریس ش΋ل به عملΎرها به هرگاه درنتیجه

A† = (A∗)T (١٠٧)

است. ماتریس ترانهاده معنای به T نماد درآن که

: که داد نشان ͳبراحت توان ͳم تعریف این از استفاده با

|w⟩ = T |v⟩ −→ ⟨w| = ⟨v|T † (١٠٨)

کرد: تحقیق آنها ͳالحاق و عملΎرها رادرمورد زیر روابط صحت توان ͳم اخیر رابطه از بااستفاده و

(AB)† = B†A†,

(cA)† = c∗A†,

((A)†)† = A

(A+B)† = A† +B†. (١٠٩)

تصویرگر: عملΎرهای

صورت دراین گیریم. ͳدرنظرم {|i⟩, i = 1, · · ·m} مثل پایه Έی W برای گیریم. ͳدرنظرم W مثل آن زیرفضای Έوی V برداری فضای
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عملΎر

PW :=

m∑
i=1

|i⟩⟨i| (١١٠)

P 2 = P درشرط و است ͳرهرمیتΎعمل این کند. ͳتصویرم W بروی را فضا عملΎربردارهای این شود. ͳم خوانده V عملΎرتصویرروی

کند. ͳم صدق

هرگاه گوییم ͳم مثبت را T عملΎر عملΎرمثبت:

⟨v|T |v⟩ ≥ 0 ∀v. (١١١)

تجزیه Έی دارای بهنجارباشد عملΎری چنین هرگاه باصفراست. مساوی بزرگتریا مقادیر ویژه دارای حتماً عملΎرمثبت Έی که است ΀واض

:ͳیعن است. ͳطیف

T =
∑
i

λiPi, (١١٢)

کرد: زیرتعریف صورت به عملΎررا جذراین توان ͳم صورت دراین

T
1
2 =

k∑
i=1

λ
1
2
i Pi. (١١٣)

نرمال: عملΎرهای توابع

f : C −→ C و دلخواه عملΎر Έی T که کنید فرض کنیم. تعریف را ͳهرمیت عملΎرهای از ͳتوابع که نیازداریم اغلب ͳکوانتوم Έانی΋درم

زیرباشد: بابسط ͳتابع

f(x) =

∞∑
n=0

fnx
n (١١۴)

شود. ͳم تعریف بسط باهمین نیز f(T ) تابع صورت دراین

f(T ) :=

∞∑
n=0

fnT
n. (١١۵)
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بود. خواهد ای جمله چند Έی همواره f(T ) تابع عملΎربهنجارباشد Έی T اگر قضیه:

داریم بهنجاراست T چون اثبات:

T =

k∑
i=1

λiPi, (١١۶)

وازآنجا

Tn =

k∑
i=1

λni Pi (١١٧)

داشت خواهیم صورت دراین .Pj = gj(T ) که کنید فرض بنویسیم. آن های توان و T برحسب را Pi تصویرگر عملΎرهای توانیم ͳم حال

Pj := gj(T ) = gj(
∑
i

λiPi) =
∑
i

gj(λi)Pi (١١٨)

x ̸= λj ازای به و ١ برابربا مقدارآن x = λj ازای که به باشد چنان بایست ͳم gj(x) هرتابع بنابراین .gj(λi) = δij گیریم ͳم نتیجه ازآن که

زیررادارد: فرم ͳتابع چنین برابرباصفرباشد. مقدارآن

gj(x) =
∏
k ̸=j

x− λk
λj − λk

(١١٩)

درنتیجه

Pj ≡ gj(T ) =
∏
k ̸=j

T − λk
λj − λk

. (١٢٠)

جمله چند Έجزی چیزی نیز f(T ) تابع ودرنتیجه T برحسب ای چندجمله Έجزی نیست چیزی هرعملΎرتصویرگر که دهد ͳم نشان رابطه این

بود. نخواهد T برحسب ای

عملΎر Έی قطبی تجزیه ٩

مختلط دلخواه عملΎر یا ماتریس Έی با متناظر را z مختلط̃ عدد Έی اگر که معنا این به دارد وجود جالبی تناظر عملΎرها و مختلط اعداد بین

متناظر مثبت عدد Έی و ͳهرمیت پاد عملΎر Έی با متناظر خالص ͳموهوم عدد Έی ،ͳهرمیت عملΎر Έی با متناظر ͳحقیق عدد Έی آنگاه بΎیریم،
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بیش به توان ͳم را تناظر این است. ͳان΋ی عملΎر Έی با متناظر است خالص فاز Έی که مختلط عدد Έی چنین هم است. مثبت عملΎر Έی با

ͳم نیز را دلخواه عملΎر Έی z = reiθ ش΋ل به قطبی درمختصات توان ͳم را مختلط عدد Έی که همچنان اینکه آن و داد گسترش نیز این از

کنیم. ͳم بیان ͳمربع های ماتریس برای را قضیه نخست کند: ͳم بیان را موضوع این زیر قضیه کرد. ۶ تجزیه قطبی صورت به توان

نوشت توان ͳم آنگاه باشد، V برداری فضای Έی روی ͳمربع دلخواه عملΎر Έی A اگر قطبی تجزیه قضیه:

A = UJ = KU (١٢١)

رابطه در که است ͳان΋ی عملΎر Έی U و مثبت های عملΎر K و J درآن که

U†U = UU† = I

نیست برقرار UJ = JU تساوی اینجا در است، برقرار reiθ = eiθr تساوی برایشان که مختلط اعداد خلاف بر که کنید دقت کند. ͳم صدق

است. متفاوت U جای به بسته علمΎر مثبت قسمت بل΋ه

ͳیعن کرد، قطری را آن ای درپایه توان ͳم بنابراین است. بهنجار و مثبت عملΎر Έی J :=
√
A†A عملΎر که دانیم ͳم اثبات:

J |i⟩ = λi|i⟩, λi ≥ 0. (١٢٢)

دهیم: ͳم قرار صفراست مخالف λi مقدارِ ویژه که بردارهایی ویژه برای

|ei⟩ :=
A|i⟩
λi

. (١٢٣)

زیرا: دهند، ͳم تش΋یل ی΋ه متعامد بردار مجموعه Έی بردارها این

⟨ei|ej⟩ =
1

λiλj
⟨i|A†A|j⟩ = 1

λiλj
⟨i|J2|j⟩ = δij . (١٢۴)

عملΎر سپس و دهیم ͳم نمایش |ei⟩ با نیز را آنها ͳΎهم و کنیم ͳم کامل پایه Έی به تبدیل گرام‐اشمیت فرایند با را |ei⟩ بردارهای مجموعه این

سازیم: ͳم را زیر

U :=
∑
i

|ei⟩⟨i|. (١٢۵)

Polar Decomposition۶
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آنگاه λi = 0 اگر است. ی΋سان {|i⟩} پایه روی A و UJ عملΎر اثر که دهیم ͳم نشان حال است. ͳان΋ی عملΎر Έی عملΎر این

UJ |i⟩ = 0 A|i⟩ = 0. (١٢۶)

آنگاه ،λi ̸= 0 هم اگر صفراست. با برابر ⟨i|A†A|i⟩ ͳیعن بردار این اندازه که شود ͳم ͳناش ازاین ،A|i⟩ = 0 چرا که این

UJ |i⟩ = Uλi|i⟩ = λi|ei⟩, A|i⟩ = λi|ei⟩. (١٢٧)

بنویسیم: نیز زیر صورت به را عملΎر این توانیم ͳم .A = UJ درنتیجه و هستند مساوی باهم عملΎر دو این نباراین

A = UJ = UJU†U = KU,

است. مثبت عملΎر Έی بازهم K آن در که

داریم: گیریم. ͳم نظر در A =

1 0

2 0

 صورت به را A ماتریس مثال: n

J2 = A†A =

5 0

0 0

 −→ J =
√
A†A =

√
5 0

0 0

 . (١٢٨)

هستند: زیر صورت به ماتریس این بردارهای ویژه

|1⟩λ=√
5 =

1

0

 , |2⟩λ=0 =

0

1

 . (١٢٩)

آوریم: ͳم بدست صفر غیر مقدار ویژه با متناظر بردار ویژه از

|e1⟩ ≡
A|1⟩√

5
=

1√
5

1

2

 . (١٣٠)

.|e2⟩ = 1√
5

−2

1

 با: است برابر بردار این باشد. ی΋ه حال عین در و عمود |e1⟩ بر که کنیم انتخاب چنان باید را |e2⟩ بردار
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با: است برابر U ͳان΋ی ماتریس

U = |e1⟩⟨1|+ |e2⟩⟨2| =
1√
5

1

2

(
1 0

)
+

1√
5

 2

−1

(
0 1

)
=

1√
5

1 2

2 −1

 . (١٣١)

که شود ͳم دیده ͳبراحت

UJ =
1√
5

1 2

2 −1


1 0

0 0

 =

1 0

2 0

 = A. (١٣٢)

گیریم: ͳم نظر در زیر صورت به ]را A ماتریس مثال: n

A = a+ b · σ = a+ bn · σ,

n و b بردار اندازه b در که

که دانیم ͳم دهیم نشان |n−⟩ و |n+⟩ با n ͳمنف و مثبت راستای در را اسپین حالت بردار هرگاه است. b راستای در ی΋ه بردار

داریم بنابراین .n · σ|n+⟩ = ±|n±⟩

A†A = (a+ b)2|n+⟩⟨n+|+ (a− b)2|n−⟩⟨n−|. (١٣٣)

نتیجه در و

J ≡
√
A†A = |a+ b| |n+⟩⟨n+| + |a− b| |n−⟩⟨n−|. (١٣۴)

داشت: خواهیم بخش این در شده توصیف های نمادگذاری همان با

(١٣۵)

|e+⟩ = A|n+⟩
|a+ b|

=
(a+ b)|n+⟩

|a+ b|
= sign(a+ b)|n+⟩, |e−⟩ = A|n−⟩

|a− b|
=

(a− b)|n−⟩
|a− b|

= sign(a− b)|n−⟩.

داشت: خواهیم نتیجه در

U = sign(a+ b)|n+⟩⟨n+|+ sign(a− b)|n−⟩⟨n−| (١٣۶)
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که این به توجه با و ترتیب این به

|n±⟩⟨n±| = 1

2
(I ± n · σ),

داشت: خواهیم محاسبه ͳکم با و

U = |n+⟩⟨n+|+ |n−⟩⟨n−| = I, J = (a+ b)|n+⟩⟨n+|+ (a− b)|n−⟩⟨n−| = a+ b · σ, a > b

U = |n+⟩⟨n+| − |n−⟩⟨n−| = n · σ, J = (a+ b)|n+⟩⟨n+|+ (b− a)|n−⟩⟨n−| = b+ an · σ, a > b

دهید. انجام را کار این رساند. نتیجه به تر سریع ͳخیل شد ͳم است، قطری b · σ آن در که ای پایه به رفتن با را بالا محاسبه تمرین: n

فرم به کردن نگاه با تنها ͳحت یا خطا و ͳسع با توان ͳم همواره ساده موارد در نیست. محاسبات نوع این نیازمند همواره ماتریس Έی قطبی تجزیه

است: شده نوشته تساوی راست طرف در انها از کدام هر قطبی تجزیه که زیر های ماتریس مثل فهمید. را آنها قطبی تجزیه ها، 0ماتریس 2

3 0

 =

0 1

1 0


3 0

0 2

 =

2 0

0 3


0 1

1 0


 0 2

−3i 0

 =

 0 1

−i 0


3 0

0 2

 =

2 0

0 3


 0 1

−i 0

 . (١٣٧)

کرد. ثابت نیز ͳغیرمربع های ماتریس برای توان ͳم ͳاندک تغییرات با را قطبی تجزیه اما است. ͳمربع A ماتریس که کردیم فرض کنون تا

کاهد. ͳنم حل راه کلیت از کار این دید، خواهیم پایان در چنانکه است. m < n آن در که است m× n ماتریس Έی Am×n که کنید فرض

است. صفر مقدار ویژه تا n−m دارای حداقل ماتریس این است. n×n ابعاد با مثبت ͳمربع ماتریس Έی J2 = A†A ماتریس صورت این در

مقداری ویژه رابطه که کنیم ͳم توجه این به اش دلیل فهمیدن برای

A|λ⟩ = 0

مقدار ویژه تا n −m دارای A ماتریس بنابراین است. مستقل جواب تا n −m دارای حتما بنابراین و است پارامتر تا n برای رابطه m شامل

کنیم: ͳم نگاه زیر رابطه به حال مقدارهاست. ویژه این با متناظر مستقل بردار ویژه تا n−m و صفر

⟨λ|J2|λ⟩ = 0 ↔ ⟨λ|A†A|λ⟩ = 0 ↔ A|λ⟩ = 0 (١٣٨)
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است مم΋ن m از آنها تعداد احتمالا که صفری غیر های جواب با حال است. صفر مقدار ویژه تا n−m دارای نیز J2 ماتریس دهد ͳم نشان که

سازیم: ͳم را زیر عملΎر اشمیت، گرام فرایند با متعامد بردار تا m به آنها کردن کامل با و باشد هم کمتر

U =

m∑
i=1

|ei⟩⟨i| (١٣٩)

است. بعدی m× n ماتریس Έی U ماتریس هستند. m× 1 بعد دارای |ei⟩ = A|i⟩
λi

بردارهای و n× 1 بعد دارای |i⟩ بردارهای که کنید دقت

است: زیر شرط دارای ماتریس این

UU† =

m∑
i=1

|ei⟩⟨ei| = Im. (١۴٠)

که کنید دقت خوانیم. ͳم ایزومتری Έی را عملΎری چنین

U†U =

m∑
i=1

|i⟩⟨i| ̸= In,

های ماتریس مورد در قبلا که هایی استدلال بقیه است. m < n و است
∑n

i=1 |i⟩⟨i| صورت به بعدی n فضای روی واحد عملΎر زیرا

که شود ͳم ثابت و است برقرار نیز مورد این در دادیم انجام ͳمربع

A = UJ or Am×n = Um×nJn×n

بنویسیم توانیم ͳم است، U†U = Im که این به توجه با .

A = UJ = UJU†U = KU or Am×n = Kn×nUm×n. (١۴١)

برای که است این آید ͳم پیش که ͳسوال است. ͳمستطیل که است ͳان΋ی ماتریس و هستند ͳمربع همواره K و J مثبت های ماتریس که کنید دقت

سپس و کنیم ͳم قطبی تجزیه را A† ماتریس صورت این در که است این اش ΁پاس شود. ͳم انجام قطبی تجزیه چΎونه است m > n که ͳوقت

کنیم. ͳم ترانهاده را نتیجه

گیریم: ͳم نظر در را زیر عملΎر : مثال n

A =

 1 1 0

0 1 1

 .
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آوریم: ͳم بدست

J2 = A†A =


1 1 0

1 2 1

0 1 1

 .

از: عبارتند عملΎر این بردارهای ویژه و مقدارها ویژه

λ1 = 3 λ2 = 1, λ3 = 0, (١۴٢)

از: عبارتند

|1⟩ = 1√
6


1

2

1

 |2⟩ = 1√
2


−1

0

1

 |3⟩ = 1√
3


1

−1

1

 . (١۴٣)

آوریم: ͳم بدست نتیجه در

J =
√
J2 =

√
3|1⟩⟨1|+ |2⟩⟨2| = 1

6


3 +

√
3 2

√
3 −3 +

√
3

2
√
3 4

√
3 2

√
3

−3 +
√
3 2

√
3 3 +

√
3

 . (١۴۴)

داریم: چنین هم

|e1⟩ =
1√
3
A|1⟩ = 1√

2

 1

1

 , |e2⟩ = A|2⟩ = 1√
2

 −1

1

 . (١۴۵)

داشت: خواهیم نتیجه در

U = |e1⟩⟨1|+ |e2⟩⟨2| =
1

2
√
3

 1 +
√
3 2 1−

√
3

1−
√
3 2 1 +

√
3

 . (١۴۶)
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واقعا که دهد نشان تواند ͳم خواننده حال

A = UJ, UU† = I2.

داریم چیست؟ U†U ماتریس اما است. بعدی دو واحد ماتریس I2 آن در که

U†U =
1

12


8 4 −4

4 8 4

−4 4 8

 (١۴٧)

زیرا است روشن هم اش دلیل نیست. واحد ماتریس ماتریس، این دهد ͳم نشان وضوح به که

U†U =

2∑
i=1

|i⟩⟨i| ̸=
3∑

i=1

|i⟩⟨i|.

U |i⟩ = |i⟩, i = 1, 2 که این به توجه با اما نیست، واحد ماتریس چه U†Uاگر عملΎر آنکه نخست دهد: ͳم یاد ما به را چیز دو رابطه این

به تبدیل کنیم، اضافه آن به را |3⟩⟨3| بردار اگر اینکه دوم هست، J2 یا A صفر غیر بردارهای ویژه زیرفضای روی تصویر عملΎر Έی

داریم (١۴٣) رابطه از واق΄ در شود. ͳم واحد عملΎر

|3⟩⟨3| = 1

3


1 −1 1

−1 1 −1

1 −1 1

 (١۴٨)

مانده ͳباق چیز Έی اما است. بعدی سه فضای روی واحد ماتریس اش حاصل کنیم،  اضافه (١۴٧) ماتریس با را آن اگر دهد ͳم نشان که

کار ابتدا همان از که است چΎونه پس نیست، واحد ماتریس با برابر هم U†U و A† = JU† و است A = UJ اگر: که است این آن و

J2 با U†U =
∑m

i=1 |i⟩⟨i| اولا اما است، U†U ̸= I3 چه اگر که است این اش ΁پاس ایم؟ کرده شروع A†A = J2 تساوی با را خود

این بهتر، عبارت به یا است،  واحد با برابر واقعا عملΎر این کند، ͳم عمل صفر غیر صورت به J2 که زیرفضایی در ثانیا و شود ͳم جابجا

کند. ͳم عمل J2 پایه زیرفضای روی تصویرگر عملΎر Έی صورت به بعدی n فضای کل در عملΎر
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منفرد مقدار تجزیه ١٠

دلخواه عملΎر یا ماتریس Έی کردن قطری دهد ͳم نشان که است ͳتعمیم زیر قضیه کرد. قطری توان ͳم را بهنجار عملΎرهای که دیدیم تاکنون

دارد. نام ٧ منفرد مقدار تجزیه کار این شود. ͳم انجام چΎونه است، ͳمربع ͳحت نه و بهنجار نه که

درآن که نوشت A = UDV صورت به توان ͳم همواره نباشد، یا باشد ͳمربع خواه را، A دلخواه ماتریس Έی منفرد: مقدار تجزیه قضیه:

هستند. ایزومتری V و U و است قطری ماتریس Έی D

نویسیم ͳم و کنیم ͳم قطبی تجزیه را A ماتریس اثبات:

A = UJ. (١۴٩)

ͳان΋ی ماتریس Έی V درآن که J = V †DV نوشت و کرد قطری را آن توان ͳم است ͳهرمیت درنتیجه و مثبت ماتریس Έی J که ازآنجا

بنابراین است.

A = UJ = U(V †DV ) = (UV †)DV = U ′DV (١۵٠)

بنویسیم: زیر صورت به را رابطه این ها ماتریس ابعاد دادن نشان با بیشتر وضوح برای توانیم ͳم هستند. ͳان΋ی V و U ′ درآن که

Am×n = Um×nJn×n = Um×nVn×nDn×nV
†
n×n = U ′

m×nDn×nVn×n. (١۵١)

برداری فضاهای تانسوری ضرب ١١

تواند ͳم خواننده ͳتعریف چنین برای کنیم. ͳنم تعریف ازپایه ومستقل مجرد طور به را برداری فضای دو تانسوری ضرب درس دراین ͳسادگ برای

کند. مراجعه ͳجبرخط هرکتاب به

Singular Value Decomposition٧
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ش΋ل به است (mp×nq) ابعاد با ͳماتریس که آنهارا تانسوری ضرب توان ͳم باشند شده داده ابعاد با ماتریس دو (B)p×q و (A)m×n هرگاه

کرد: زیرتعریف

(A⊗B)ij,kl := AikBjl (١۵٢)

شود: ͳم محاسبه زیر ش΋ل به ماتریس دو این ضرب ͳعمل لحاظ به

A⊗B :=



a11B a12B · a1nB

a21B a22B · a2nB

· · · · · · · · · · · ·

am1B am2B · amnB


(١۵٣)

کند: تحقیق را آنها صحت تعریف از استفاده با تواند ͳم خواننده که زیراست خواص دارای ضرب این

A⊗ (B + C) = A⊗B +A⊗ C

A⊗ (αB) = (αA)⊗B = α(A⊗B)

(A⊗B)⊗ C = A⊗ (B ⊗ C)

(A⊗B)(C ⊗D) = AC ⊗BD

(A⊗B)† = A† ⊗B† (١۵۴)

بΎیریم، درنظر را {|µ⟩, µ = 1 ·m} پایه بردارهای با W برداری فضای و {|i⟩, i = 1, · · ·n} پایه بردارهای با V برداری فضای اگر حال

که آوریم ͳم بدست |i⟩ ⊗ |µ⟩ ش΋ل به پایه بردار mn ترتیب این به آوریم. بدست بالا تعریف با مطابق را پایه بردارهای تانسوری ضرب توان ͳم

دهیم: ͳم نمایش |i, µ⟩ با اختصار به را آنها

|i, µ⟩ := |i⟩ ⊗ |µ⟩ i = 1 · · ·m, µ = 1 · · ·n. (١۵۵)

: داریم درحقیقت خوانیم. ͳم W و V فضاهای تانسوری ضرب را آن که کنند ͳم جاروب را بعدی mn فضای Έی جدید بردارهای این

V ⊗W := Span{|i, µ⟩}. (١۵۶)
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پایه با برداری فضای Έی V هرگاه مثال:

{|0⟩ =

 1

0

 , |1⟩ =

 0

0

}

زیراست: های پایه با بعدی ۴ برداری فضای Έی V ⊗ V آنگاه باشد

|0, 0⟩ :=



1

0

0

0


|0, 1⟩ :=



0

1

0

0


|1, 0⟩ :=



0

0

1

0


|1, 1⟩ :=



0

0

0

1


(١۵٧)

کرد: زیرتعریف ش΋ل به V ⊗W درفضای برداری توان ͳم |w⟩ و |v⟩ بردار دو هر ازای به

|v⟩ ⊗ |w⟩ := viwµ|i, µ⟩ (١۵٨)

ͳیعن ،ͳماتریس ضرب که کند ͳم پیروی ͳخواص همان از ͳبدیه طور به ضرب این گوییم. ͳم |w⟩ و |v⟩ بردارهای تانسوری ضرب را بردار این

|v⟩ ⊗ (|w⟩+ |z⟩) = |v⟩ ⊗ |w⟩+ |v⟩ ⊗ |z⟩

|v⟩ ⊗ (α|w⟩) = (α|v⟩)⊗ |w⟩ = α(|v⟩ ⊗ |w⟩)

(|v⟩ ⊗ |w⟩)⊗ |z⟩ = |v⟩ ⊗ (|w⟩ ⊗ |z⟩)

(|v⟩ ⊗ |w⟩)† = ⟨v| ⊗ ⟨w|. (١۵٩)

زیر بردار مثل نوشت |v⟩ ⊗ |w⟩ صورت به توان ͳنم الزاما را V ⊗W فضای در دلخواه بردار Έی

|ψ⟩ := |0, 0⟩+ |1, 1⟩ (١۶٠)

بردارهای در V بردارهای تانسوری ضرب از ͳمجموع صورت به توان ͳم را ͳحالت هر وجود این با دهد. نشان را امر این تواند ͳم خود خواننده که

دارد: ͳبسط چنین V ⊗W در دلخواه حالت هر که کنیم دقت است ͳکاف نکته این فهم برای نوشت. W

|ψ⟩ =
∑
i,µ

ψi,µ|i, µ⟩ (١۶١)
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کرد: ͳبازنویس زیر صورت به را آن توان ͳم |ϕi⟩ :=
∑

µ ψi,µ|µ⟩ باتعریف که

|ψ⟩ =
∑
i

|i⟩ ⊗ |ϕi⟩, (١۶٢)

در مهم مسائل از ͳ΋ی گوییم. ͳم تنیده درهم حالت Έی نوشت |v⟩ ⊗ |w⟩ صورت به نتوان که را ͳحالت هر کند. ͳم ثابت را فوق ادعای این و

است. تنیده درهم های حالت این مطالعه است شده کشیده نیز خالص ریاضیات به آن دامنه که ͳکوانتوم Έانی΋درم و ͳکوانتوم اطلاعات نظریه

کرد: تعریف پایه بردارهای زیرروی ش΋ل به آنهارا تانسوری ضرب توان ͳم باشند ͳخط دوعملΎر B :W −→W و A : V −→ V هرگاه

(A⊗B)(|i, µ⟩) := (A|i⟩)⊗ (B|µ⟩). (١۶٣)

کنیم: ͳم عمل معمول طریق به عملΎر این ͳماتریس عناصر تعیین برای

(A⊗B)kν,iµ := ⟨k, ν|A⊗B|i, µ⟩ = ⟨k|A|i⟩⟨ν|B|µ⟩ = AkiBνµ (١۶۴)

آید. ͳم بدست دوعملΎر های ماتریس تانسوری ضرب از ها عملΎر تانسوری ضرب ماتریس دهد ͳم نشان که

a⊗ b : V ⊗W −→ V ⊗W عملΎرهای از ͳمجموع صورت به توان ͳم را T : V ⊗W −→ V ⊗W هرعملΎر که دهید نشان تمرین:

نوشت.

ͳجرئ رد و رد ١١ . ١

صورت به را عملΎر این توان ͳم کردید حل بالا در که ͳتمرین بنابر است. شده تعریف V ⊗W فضای روی که است عملΎری T که کنید فرض

نوشت: زیر

T =
∑
i

ai ⊗ bi (١۶۵)
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شوند: ͳم تعریف زیر صورت به T عملΎر ͳجزئ های ردˈ صورت دراین

trV (T ) :=
∑
i

tr(ai)bi, trW (T ) :=
∑
i

tr(bi)ai. (١۶۶)

.V فضای روی است عملΎری trW (T ) و W فضای روی است عملΎری trV (T ) بنابراین

که دهید نشان تمرین:

[trV (T )]µ,ν :=
∑
i

Tiµ,iν , [trW (T )]i,j :=
∑
µ

Tiµ,jµ. (١۶٧)

.tr(T ) = trV (trW (T )) که دهید نشان چنین هم

از تواند ͳم خواننده و نیستند ضروری ͳکوانتوم واطلاعات محاسبات درس بقیه فهم برای است آمده درس این های ضمیمه در که مطالبی

کند. نظر صرف آنها خواندن

دیراک دلتای تابع :Έی ضمیمه ١٢

. 0 < ϵ << 1 درآن که گیریم ͳدرنظرم را زیر پیوسته تابع

δϵ(x) :=



0 x ≤ −ϵ

1
2ϵ − ϵ ≤ x ≤ ϵ

0 ϵ ≤ x

(١۶٨)
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زیراست: های خاصیت دارای تابع این

∫الف: ∞

−∞
δϵ(x)dx = 1, (١۶٩)

باشد، ͳمتناه (−ϵ, ϵ) درفاصله که ͳهرتابع برای ∫ب: ∞

−∞
δϵ(x)f(x) = f(0) +O(ϵ) (١٧٠)

است. ϵ مرتبه از ͳکمیت O(ϵ) درآن که

دهیم ͳوقرارم دهیم ͳم نشان δ(x) تابع با ϵ −→ 0 که ͳوقت را δϵ(x) تابع حد

δ(x) := lim
ϵ−→0

δϵ(x). (١٧١)

درزیر تنها که کرد نگاه عملΎر Έی عنوان به آن به توان ͳم بل΋ه نیست تابع Έی δ(x) خود خودی به نامیم. ͳم دیراک دلتای تابع را آن و

معنادارد. انتگرال Έی

داشت: خواهیم ∫درنتیجه ∞

−∞
δ(x)dx = 1,

∫ ∞

−∞
δ(x)f(x) = f(0). (١٧٢)

زیراست: های خاصیت دارای تابع این کرد. تعریف مشابه طور به را δ(x− b) تابع توان ͳم

∫ ∞

−∞
δ(x− b)dx = 1,

∫ ∞

−∞
δ(x− b)f(x)dx = f(b), (١٧٣)

کنیم. ͳم ͳمعرف هارا دنباله این تااز چند درزیر گرفت. نیز ازتوابع دیΎری های دنباله حد عنوان به توان ͳم را دیراک دلتای تابع

دهیم ͳقرارم : اول دنباله

gσ(x) :=
1

σ
√
2π
e−

x2

2σ2 , (١٧۴)
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داریم دراینجا با١ . است برابر نیز آن ͳزیرمنحن ΀سط است. x = 0 درنقطه 1
σ
√
2π

وماکزیمم σ باپهنای ͳگاووس ͳتابع دهندۀ نشان که

δ(x) := lim
σ−→0

gσ(x). (١٧۵)

دهیم ͳقرارم دوم: دنباله

δT (x) :=
1

2π

∫ T

−T

eixdt =
sinTx

πx
. (١٧۶)

∫داریم ∞

−∞
DT (x)dx =

∫ ∞

−∞
DT (x)dx =

∫ ∞

−∞

sin y

y
dy = 1. (١٧٧)

داریم دنباله این برای

δ(x) := lim
T−→∞

DT (x). (١٧٨)

رسیم: ͳزیرم بسیارمهم رابطه به وازآنجا

δ(x) :=
1

2π

∫ ∞

−∞
eixtdt. (١٧٩)

زیرهستند: شرح به دلتا تابع دیΎرازخواص ͳبعض

δ(x− x′) = δ(x′ − x)∫
δ′(x− x′)f(x′)dx′ = − df

dx
(x). (١٨٠)

توابع فضای برای ای پایه عنوان به دلتا توابع دو: ضمیمه ١٣

ͳم درنظر را F [0, 1] توابع فضای درنظرگرفت. توابع فضای برای پایه Έی عنوان به توان ͳدلتارام توابع که دهیم نشان خواهیم ͳم قسمت دراین

به حال است. بعدی نهایت بی فضای Έفضای این کنیم. ͳنم پذیری مشتق یا ͳپیوستگ نظیر توابع این درباره ͳبخصوص فرض نوع هیچ گیریم.
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N −→ ∞ حد سپس کند. جاروب را توابع فضای تواند ͳم خوبی باتقریب که گیریم ͳدرنظرم پایه Έی فضا این برای N بزرگ عدد هر ازای

این به کنیم. ͳم تقسیم قسمت N رابه [0, 1] فاصله شوند. ͳم داده نمایش شده تعریف پایه توسط دقت با فضا توابع درآن که گیریم ͳدرنظرم را

داریم ترتیب

[0, 1] = ∆1 ∪∆2 ∪ · · ·∆N (١٨١)

درآن که

∆n := [
n− 1

N
,
n

N
] (١٨٢)

کنیم: ͳم تعریف را زیر توابع

en(x) := {
N x ∈ ∆n

0 x /∈ ∆n

(١٨٣)

بهنجارنیستند: اما بری΋دیΎرعمودند توابع این است. Έبای مساوی توابع زیراین ΀سط

⟨en, em⟩ ≡
∫ 1

0

e∗n(x)em(x)dx = Nδm,n. (١٨۴)

: داریم f ∈ F [0, 1] هرتابع ازای به که رادارند خاصیت این چنین هم

⟨en, f⟩ ≡
∫ 1

0

e∗n(x)f(x)dx = N

∫
x∈∆n

f(x)dx =: N(
1

N
f(xn)) = f(xn), (١٨۵)

دیΎر: عبارت به است، ∆n ناحیه در مقدارتابع دهنده نشان خوبی باتقریب که است ∆n درون ای نقطه xn ∈ ∆n درآن که

f(xn) :=

∫
x∈∆n

f(x)dx
1
N

(١٨۶)

en(x) تابع دهد. ͳم y := n
N مثل پیوسته اندیس Έی به را خود جای نیز n اندیس حالت دراین دهیم. ͳم میل نهایت بی سمت به را N حال

(1) ش΋ل کند، ͳم میل δ(x− y) ͳیعن دیراک دلتای تابع به دیدیم دیراک توابع درمورد قبلا̈ که ͳنمایش با مطابق نیز

زیراست. ش΋ل به N −→ ∞ درحد ها کمیت تبدیل نحوه
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کند. ͳم میل δ(x− y) تابع به en(x) تابع و y پیوسته شاخص سمت به n
N گسسته شاخص ،N −→ ∞ درحد :١ ش΋ل

n

N
−→ y

en(x) −→ δ(x− y)

|en⟩ −→ |y⟩

⟨x|en⟩ −→ ⟨x|y⟩

⟨en|em⟩ = δn,m −→ ⟨y|y′⟩ = δ(y − y′). (١٨٧)

آید. ͳزیردرم ش΋ل به (185) رابطه است. ⟨y| صورت به آن بِرای نمایش که دهیم ͳم نشان |y⟩ َ برداری صورت به حالت دراین را en تابع

⟨y|f⟩ =
∫ 1

0

δ(y − x)f(x)dx = f(y), (١٨٨)

تساوی از هستند، y′ = m
N و y = n

N درآن که دهیم نشان K(y, y′) تابع عنوان به را Nδm,n حدّ هرگاه دراین

∑
n

Nδm,n
1

N
= 1 (١٨٩)
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که گیریم ͳم ∫نتیجه
K(y, y′)dy′ = lim

N−→∞

∑
m

Nδm,n
∆y

∆m
=

∑
m

Nδm,n
1

N
= 1. (١٩٠)

زیرنوشت: صورت به بایست ͳم را (184) ورابطه است دیراک دلتای تابع همان K(y, y′) بنابراین

⟨y|y′⟩ = δ(y − y′). (١٩١)

یا

∫ 1

0

dxδ(x− y)δ(x− y′)dx = δ(y − y′). (١٩٢)

⟨f | بِرای یا |f⟩ بردارکت Έی صورت به را f ∈ F [0, 1] تابع Έی که است آن کنیم تاکید آن روی بخش این درپایان خواهیم ͳم که آنچه

ͳیعن ، است ⟨x| بردارپایه روی تصویرآن f(x) ͳیعن تابع مقداراین دهیم. ͳم نمایش

f(x) = ⟨x|f⟩. (١٩٣)

آید: ͳزیردرم ش΋ل به نیز (192) ∫رابطه 1

0

⟨y|x⟩⟨x|y′⟩dx = ⟨y|y′⟩, (١٩۴)

ازدوطرف ⟨y| و |y′⟩ ∫ویابابرداشتن 1

0

|x⟩⟨x|dx = I, (١٩۵)

است. ͳرهمانΎعمل I درآن که

چنین هم برقراراست. نیز F (−∞,∞) ویا F [a, b] توابع فضای برای پایه این رادرنظرگرفتیم. [0, 1] فاصله ͳسادگ تنهابرای که کنیم تاکید باید

یابند. ͳم تعمیم نیز بعد Έبیشترازی به روابط این ͳبراحت
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فوریه تبدیل سه: ضمیمه ١۴

ش΋ل به فضا این روی ͳداخل ضرب دهیم. ͳم نشان C[−L
2 , L2 ] با فضارا این گیریم. ͳرادرنظرم [−L

2 ,
L
2 ] درفاصله مختلط توابع فضای

توابع است. شده تعریف ⟨f, g⟩ =
∫ L

2

−L
2

f(x)g∗(x)dx

en(x) :=
1√
L
e

2πinx
L , n ∈ Z (١٩۶)

آنهابرابرباواحداست: همه ونرم بوده عمود بری΋دیΎر توابع این گیریم. ͳدرنظرم را

⟨en, em⟩ =
∫ L

2

−L
2

e∗n(x)en(x)dx =
1

L

∫ L
2

−L
2

e
−2πinx

L e
2πimx

L dx = δn,m. (١٩٧)

داد: بسط توابع این برحسب توان ͳم را دلخواه هرتابع براین، علاوه

f(x) =

∞∑
n=−∞

fnen(x). (١٩٨)

آورد: زیربدست ترتیب به توان ͳم را fn ضرایب

fn = ⟨en, f⟩ =
∫ L

2

−L
2

e∗n(x)f(x)dx =
1√
L

∫ L
2

−L
2

e−
2πinx

L f(x)dx. (١٩٩)

آوریم ͳم بدست (198) رابطه در (199) ͳزینΎباجای دهند. ͳم فضا این برای پایه Έی تش΋یل {en} توابع مجموعه بنابراین

f(x) =

∞∑
n=−∞

∫ L
2

−L
2

e∗n(y)f(y)dyen(x) =

∫ L
2

−L
2

(

∞∑
−∞

en(y)
∗en(x))f(y)dy (٢٠٠)

که دهد ͳم نشان (180) بارابطه ای مقایسه

∞∑
n=−∞

en(y)
∗en(x) = δ(x− y). (٢٠١)

گوییم. ͳم {en} های پایه بودن کامل رابطه را رابطه این

بهتراست درنتیجه و شوند ͳم Έنزدی هم بسیاربه 2πin
L عامل بخاطر en(x) توابع حالت دراین دهیم. ͳم میل نهایت بی سمت به را L حال

خاطر به کنیم، رااعمال L −→ ∞ حدِ توابع دراین ش΋ل همین اگربه برآن علاوه کنیم. مشخص k := 2πn
L ͳیعن پیوسته شاخص Έبای آنهارا که

۴٧



k پیوسته شاخص با 2πn
L گسستۀ شاخص ͳزینΎجای ضمن جدیدرا پایه توابع ͳبایست ͳم بنابراین شد. صفرخواهند ͳΎهم توابع این 1√

L
عامل

دهیم ͳوقرارم دهیم ͳم نشان êk(x) با را جدید توابع کنیم. ضرب نیز ͳمشخص درضریب اولیه درتوابع

êk(x) := Aen(x) k :=
2πn

L
(٢٠٢)

صورت به را رابطه این است. (201) رابطه ͳیعن پایه بودن کامل به کارتوجه این برای راه بهترین شود. تعیین بایست ͳم A ضریب درآن که

بنویسیم: توانیم ͳزیرم

∞∑
n=−∞

en(y)
∗en(x) =

∞∑
k=−∞

en(y)
∗en(x)

∆n

∆k
∆k

=

∞∑
k=−∞

1

C2
êk(y)

∗êk(x)
L

2π
∆k = δ(x− y). (٢٠٣)

داشت: خواهیم ͳزینΎجای بااین بΎیریم.
√

L
2π با برابر را C بایست ͳم که گوید ͳمام به رابطه این

êk(x) :=
1√
2π
eikx (٢٠۴)

آید: ͳزیردرم ش΋ل به (203) ∫ورابطه ∞

−∞
ê∗k(x)êk(y)dk ≡ 1

2π

∫ ∞

−∞
e−ik(x−y)dk = δ(x− y). (٢٠۵)

Έی به را خود جای n شاخص که ازآنجا کنیم: ͳم نگاه (198) رابطه به نخست کنند. ͳتغییرم Έی به Έی ͳقبل روابط ͳزینΎجای بااین

آید: ͳزیردرم صورت به رابطه این است داده k = 2πn
L پیوسته شاخص

f(x) =

∞∑
n=−∞

fnen(x) ≈
∞∑

k=−∞

fnen(x)
∆n

∆k
∆k

=

∞∑
k=−∞

fnen(x)
L

2π
∆k =

∫ ∞

−∞
dkf̂(k)êk(x)

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
eikxf̂(k)dk. (٢٠۶)

آورد: بدست f(x) برحسب را f̂(k) ،(199) رابطه به باتوجه توانیم ͳم بالا ازرابطه .f̂(k) :=
√

L
2πfn درآن که

f̂(k) ≡
√

L

2π
fn =

1√
2π

∫ ∞

−∞
e−ikxf(x)dx. (٢٠٧)
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ِ روابط جفت

f(x) ≡=
1√
2π

∫ ∞

−∞
eikxf̂(k)dk

f̂(k) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−ikxf(x)dx. (٢٠٨)

یابند. ͳم تعمیم بعدی n فضای به زیر صورت به روابطه این گویند. ͳم متغیره Έی توابع درفضای فوریه تبدیل Έرای

f(x) ≡=
1

√
2π

n

∫ ∞

−∞
eik·xf̂(k)dnk

f̂(k) =
1

√
2π

n

∫ ∞

−∞
e−ik·xf(x)dnx. (٢٠٩)

ها: مسئله ١۵

.

آورید. بدست را A =

 1 2

2 1

 ِ ماتریس قطبی تجزیه ‐ ١

آورید. بدست را B =

 1 3 1

2 1 0

 ِ ماتریس منفرد مقدار تجزیه ‐ ٢

است: شده تعریف زیر صورت به دوبعدی فضای دو تانسوری ضرب روی ماتریس Έی ‐ ٣

T =



a b c d

a1 b1 c1 d1

a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3


. (٢١٠)
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آورید. بدست را عملΎر این ͳجزئ های رد

زیر صورت به Z و X عملΎرهای دهیم ͳم نشان {|j⟩, j = 0, 1, · · · d − 1} با را اش پایه بردارهای که V بعدیِ d فضای Έی در ‐ ۴

شوند: ͳم تعریف

X|j⟩ := |j + 1⟩ mod d, Z|j⟩ := ωj |j⟩ (٢١١)

.ω := e
2πi
d درآن که

آورید. بدست را XZ و Z ، X عملΎرهای بردارهای ویژه الف:

.ZX = ωXZ که دهید نشان ب:

آورید. بدست را X +X−1 عملΎر طیف ج:

بΎیرید: نظر در را زیر های حالت د:

|ϕm,n⟩ :=
1√
d

∑
j

ωjn|j, j +m⟩ (٢١٢)

تساوی ها حالت این همه برای که دهید نشان چنین هم سازند. ͳم V ⊗V فضای برای بهنجار متعامد پایه Έی ها حالت این که دهید نشان و

برقراراست: زیر

trV (|ϕm,n⟩⟨ϕm,n|) =
1

d
I. (٢١٣)

شوند. ͳم نامیده بل٨ یافته تعمیم های حالت ها، حالت این

Generalized Bell States٨
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